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1 Introduction

Soit un ensemble fini de n situations pouvant apparaitre selon une répartition (pk)E;é. La détermi-
nation de la probabilité de chaque situation se fait généralement en répétant I’expérience de maniére
indépendante et en utilisant la définition opérationnelle de Laplace pour obtenir les estimateurs

Nombre d’apparitions de la situation k
Nombre de répétitions de I’expérience

Pk =
De plus, le théoréme central limite permet d’obtenir une estimation de I’écart séparant la vraie valeur de
I’estimation.

Cette méthode empirique fonctionne généralement assez bien, mais pose quelques problémes. D’une
part, cet estimateur et son incertitude sont tributaires du nombre de répétitions, donnant de bons résultats
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seulement lorsque que ce nombre est assez grand, notion assez imprécise. D’autre part, il est difficile
de généraliser cette définition lorsque I’observation de la situation est floue. Or la détermination d’une
situation se fait souvent par I’intermédiaire d’un instrument de mesure donnant un résultat bruité.

Le but de ce travail est de baser I’estimation des probabilités associées a des événements sur le
théoréeme de Bayes, en partant des a priori non-informatifs de Jeffreys.

2 Ingreédients

2.1 Eléments de la théorie bayésienne de la décision statistique

Cette théorie distingue tout d’abord deux espaces, celui des états 0 et celui des observations x. Chaque
observation est supposée faite en présence d’un état inconnu. Le modéle de mesure est la relation sto-
chastique liant I’état au résultat.de la mesure. Pour un état donné, on donne une probabilité de transition*
p(x | ©), qui donne la répartition des observations x étant donné 6. Moyennant une répartition a priori
p(0) sur les états et une observation x, le théoréme de Bayes donne la répartition a posteriori sur les états

o6 x) — P& 190(®)
Jd8p(x | 8)p(6)
Lorsque I’espace des états est une variété différentiable et que le modele de mesure est deux fois dif-
férentiable par rapport a 6, on définit un a priori dit de Jeffreys de la maniére suivante. On forme tout
d’abord la matrice d’information de Fisher

azlnp(x|9)
/prx|e 38,08,

L’a priori de Jeffreys est défini ensuite comme

= 4/det1(0)d6
Une propriété fondamentale de cette répartition est son invariance. En effet, on peut montrer que p;(6)d6
ne dépend pas du choix du systéme de coordonnees.
2.2 Hyperspheéres

Les estimateurs construits dans ce travail font usage des hypersphéres unité. Rappelons quelques
unes des leurs propriétés.

Dans I’espace euclidien R", I’hypersphére unité de dimension n — 1 est la variété différentiable
St ={YeR"| gwﬁﬂ}

L’usage de la lettre  sera justifié plus bas. Les coordonnées sphériques usuelles sont donnés par

Yo = sinB, »sinB, 3...5inB15iN6g
Y1 = sinB,_»sinB,_3...5inB1c0s6
Yo = sinBy_»SiN6,_3...c0s0;
Wn-1 = cosBph2 1)

I utilisation de la fonte roman p designera une probabilité générique, les espaces sous-jacents étant identifiables par les
variables utilisées.
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et la mesure invariante sous SO(n) normalisée est donnée par

du(p) = Aisin”*zen_zsin”*?’en_g...sineldeodel...den_z (2)
n—1
2m/2
Anfl = |'(n/2) (3)
r/2 = vm (4)

Soit la suite d’entiers positifs m = (mg...m,_1). Les moments pairs relatifs a cette mesure sont données
par

2m,_
Hm) = [ 450 du(w) ©)
On peut monter que la fonction H ci-dessus est une généralisation de la fonction béta

_T(n/2) kM (me+1/2)
Hm) = =572 r<§k<mk+1/2))

(6)

Le facteur de normalisation est choisi de sorte que H(0) =1

3 Estimateurs des probabilités pour des situations connues

Le probleme est I’estimation d’une répartition py. Cette répartition peut étre vue comme un point du
simplexe de dimension n —1

At={p|0< pkélazpkzl}

Ce simplexe sera I’espace des états pour un modéle de mesure dont les observations sont les situations.
D’une facon canonique, la probabilité d’obtenir la situation k étant donné que la répartition est p est
évidemment

p(k | p) = pk

Ce modeéle de mesure canonique est deux fois différentiable par rapport p. On peut donc calculer I’a priori
de Jeffreys associé py(p). Il est dit plus haut que cette répartition est indépendante de la paramétrisation
du simplexe. Choisissons les nouvelles coordonnées

Pk = /P (7

Comme zktpﬁ = Sk Pk = 1, on obtient un modele de mesure sur un espace des etats qui est la partie
positive de I’hypersphére S"1
p(k | W) = Wi
Or il se trouve que I’a priori de Jeffreys pour ce modele est la mesure invariante | citée sopra :
dpy (W) = du(y) (8)

Ce résultat permet d’appliquer le théoreme de Bayes a une suite d’observations indépendantes. Soit

i = (io...i_1)
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une telle suite de longueur t, on obtient I’a posteriori sur la sphére S"~1 étant donné i

_Wh R du(w)
S Wi, (W)

Introduisant la fonction m donnant la multiplicité d’un indice k dans la suite i :

dp(w | )

m(i)x = Card{s | is =k}
on obtient (sous-entendant la suite i pour simplifier la notation)

2my
apy i) = e o)

La probabilité d’apparition d’une situation k peut étre estimée par la moyenne de I’a posteriori,

_JWRE - f )

Pk = E(pk .
P =)
Les incertitudes associées seront données par le biais de la matrice de covariance
_ JWRWPE - W7 du(y)
PP = E(pkpr) = =
(P HmW)

Definisons par ek une suite nulle d’entiers sauf le k€ dont la valeur est 1. On voit aisément que

5 R0 +ey

H(m(i))
B = H(m(i) +ex+er)
‘ H(m(@)
Le fait que 3, mn =t et Les proprietés de la fonction Gamma donnent immédiatement
~ mg+1/2
Pl = t+n/2
~ _ (M+1/2)(me+3/2)
P = wan/2)ten2+ 1)
— (mg+1/2)(m +1/2)
PP = trn/2)(trn/2+1)

4 Sequences aléatoires auto-consistantes

©)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
(16)

(17)

Soit une suite i de longueur t — 1, la relation (15) donne donc les estimations bayesiennes pour les py

si I’on a observé la suite i, que 1’on notera aussi

Pk = pa(k | it—2,it—3...io)

A't, tirons au hasard selon ces px une nouvelle situation i;_;. Formons une nouvelle suite par concaténa-

tion : (i,i;_1). Rien n’empéche alors de répéter le processus pour cette nouvelle suite.

On dira qu’une suite i est construite de maniére auto-consistante si
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— g est tiré uniformément parmi les n situations
— achaque étape, is_1 est tiré selon la probabilité py(k | is—2...io)

On remarque que la probabilité d’obtenir une suite i = (ip...i—1) de cette maniére vaut

pac(i) = p\](it,1 ‘ itfz...io) pJ(it,Q | it,3...i0)... pJ(il | Io) pJ(Io) (18)

Or il se trouve que cette probabilité est donnée par la fonction Hom

Pac(i) = H(m(i)) (19)

Comme aucune hypothése supplémentaire est faite, on nommera la probabilité pyc a priori (non infor-
matif) auto-consistant sur les suites i de longueur donnée t. L’échantillonnage selon cet a priori sera
utile plus loin pour I’estimation en face de situations floues.

Remarque Cette maniére de générer une suite aléatoire de nombres donne une réponse possible a la
question : Soit une suite donnée, quelle est sa probabilité d’apparition ? On peut voir facilement que les
suites de probabilité auto-consistante maximale sont aussi celles a minimu d’entropie.

On a en passant que pour les suites de longueur t donnée
z H(m
|

Depuis les relations (18) et (19), on a aussi

H(m() +e) = pa(k[DH(m(i)) (20)
H(m(i) +ex+e) = palk|i)ps(l] (i,k))H(m(i)) (21)

5 Généralisation aux situations floues

Dans la realité, les situations sont souvent mesurées par des instruments bruités. Au lieu de connaitre
la situation a une étape s, I’observateur est seulement en présence d’un résultat de mesure x provenant
d’un modele de mesure p(x | k). Pour x donné, ce vecteur, dont les indices sont les situations, se nomme
souvent fonction de vraisemblance. Pour une suite d’étapes s = 0...t — 1, les observations? (Xo...x 1)
donnent une matrice de vraisemblance dont le temps est I’indice ligne et la situation I’indice colonne

£5(k) = p(xs | k) (22)

Reprenons la situation sur I’hypersphére. Supposons qu’au temps s, la probabilité a priori sur S"* soit
dns(W). L’apparition d’un résultat xs pour le modele de mesure p(x | k), composé avec le modéle cano-
nique p(k | @) = ljJE donne par le théoréeme de Bayes, un a posteriori qui sera repris comme a priori a
I’étape suivante :

(k) WEdns()
Sl3(K) [ Wadns(y)

dnsa (W) = (23)

2|e modele de mesure peut varier & chaque étape.
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On peut donc écrire

3i0io) ... 0 (i—1) W2 ... W2 du(W)

M) = 5 0i0) -6 Ti0) 42— 02 _dH(W) 9
Posons
£(i) = nﬁs(is)
et utilisons la définition de la fonction H pour obtenir les estimateurs at—1
_ 2it(H(m(i) +ex)
S IO LICIO) )
B () (m(i) +ex+e)
E(pxpr) = OEIGIO) (26)
qui s’écrivent aussi
_ Zipak|e(iH(m(i))
E(px) = OEICI0) 27)
_ z.pa(kl) a(1] (0, k))£(i)H (m(i))
E(pkpr) = VOEICI0) (28)

Les équations précedentes laissent subodorer une nouvelle utilisation du théoreme de Bayes. En effet,
depuis I’a priori auto-consistant pac sur les suites de longueur t, et le modéle de mesure produit donnant
la fonction de vraisemblance £, on peut former I’a posteriori sur les suites

. £(i) pac(i)
Pl 1= 5 e pecti) 9)
et il vient
E(px) = > palk|i)paci|£) (30)
E(pcp) = > pa(k[D)pa(l] (i,K))pac(i| £) (31)

Les équations (30) et (31) sont des intégrales qui peuvent étre calculées par Monte Carlo. Il est possible
d’échantillonner I’a posteriori pac(i | £) de la maniére suivante :

tirer ig selon les poids £°(k)
tirer iy selon les poids £(k) ps(k | io)

tirer ir_1 selon les poids £=2(k)ps(K | it_2. . .io)

Un échantillonnage de r suites is de ce type donne les estimateurs MC
1 .
E(pe) = Z pa(k |is) (32)

Bpeb) =+ Pk igpa(l | (i) 33)
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ainsi que des incertitudes MC

1 1 s \2 —2
Ug(p) = _r\/FZpJ(k“S) —E(px) (34)
Ug(pep) = 7 FZDJ(H is)2pa(l] (is,1))% — E(pkpr) (35)

Remarque La simulation de cet échantillonnage est trés facile par exemple en C**, et donne d’excel-
lents résultats pour des matrices de vraisemblance avec 3 situations et 10000 temps d’obsrervation avec
un r de I’ordre du million. L’intérét de I’échantillonnage sur I’a posteriori est de localiser directement les
suites contribuant beaucoup a la somme générale. Rappelons simplement que les sommes (30) et (31)
contiennent n' termes.

6 Conclusion

Le remplacement de px par Yx = /Pk rend I’a priori de Jeffreys uniforme. D’une maniére géné-
rale, les grandeurs de type probabilistes admettent une paramétrisation par la racine carrée qui est leur
expression naturelle. On retrouve ce phénomeéne en mécanique quantique, ou la probabilité s’exprime
comme carré du module d’une fonction d’onde, d’ou le choix de la lettre grecque  pour les points de
I’hypersphere.

La genéralisation des fonctions béta donnée par la fonction H permet de jeter un pont entre le calcul
continu sur les fonctions d’onde et les sommes sur les séquences, qui sont calculables par MC.

Une utilisation de ce travail est en développement pour les processus de Markov stationnaires.

7 Résumé

7.1 VuparpesSnt

dn(p) = du(y) invariante (36)

=1k 2d t—1
dn'(g) =dn""fy LY = sz;tl(é))quljﬁgntg?qz)

Bl ) = [wdn'w (@)
B(ppi [0 = [ whvfan'w (@)

(37)
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72 WVuparie{0...n—1}N

Pac(i)

¢ (i)
Phe(i ] €)
E' (p | £)

E (pkpi | £)

= (io...i1)

pa(it—1 | 1) pic (i)

t—1
162
£4(i) phe(i)
Sit £(1)phe(i)
> Palk| ") Paci | £)

> Pall] k) pa (k| ) pac(i | £)

(40)
(41)

(42)
(43)
(44)

(45)



